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Àííîòàöèÿ
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îáîáùàåì îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ îáðàçóþùèìè
íà êëàññ ðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè. Ìû èññëåäóåì ÷èñëî èíâàðèàíòíûõ óíêöèé
êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ àëãåáð ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèé Ìàóðåðà-
Êàðòàíà è ïðèâîäèì íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ê ñòðóêòóðàì ïðîèçâåäåíèÿ íà àëãåáðàõ.
1 Ââåäåíèå
àçðåøèìûå àëãåáðû Ëè ñîñòàâëÿþò âàæíûé êëàññ àëãåáð íå òîëüêî â ñâÿçè
ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè ê ãåîìåòðèè è ìåõàíèêå, íî òàêæå è äëÿ
êëàññèèêàöèè ïîëóïðÿìûõ ñóìì àëãåáð Ëè (êàê èçâåñòíî, ïîëóïðîñòîé ñëó÷àé
êëàññèèöèðîâàí). Â îáùåì ñëó÷àå êëàññèèêàöèÿ íå áûëà ïðîâåäåíà èç-çà
îòñóòñòâèÿ îáùèõ ñòðóêòóð äëÿ ðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè (òàêèõ, êàê îðìà Êèëëèíãà).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èññëåäóåì ðàçðåøèìûå àëãåáðû Ëè ñïåöèàëüíîãî âèäà,
êîòîðûå ìû íàçûâàåì ïðîèçâåäåíèÿìè îáðàçóþùèìè. Áóäó÷è èçíà÷àëüíî îïðåäåëåííîé
äëÿ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð, îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ îáðàçóþùèìè ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíà è â ñëó÷àå ðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè. Ýòî ïðèâîäèò ê ìåòîäó ïîñòðîåíèÿ
íåðàçëîæèìûõ àëãåáð Ëè â áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ.
Ìû èññëåäóåì òàêæå äâà ïðèëîæåíèÿ: èíâàðèàíòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
è ñòðóêòóðû ïðîèçâåäåíèÿ íà ãðóïïàõ Ëè (ìû èçó÷àåì àëãåáðû Ëè ãðóïï Ëè).
Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ îáðàçóþùèìè îòêðûâàþò åñòåñòâåííûé ñïîñîá
èçó÷åíèÿ ñòðóêòóð ïðîèçâåäåíèÿ è ïàðàêîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð â ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè.
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2 Ïðîèçâåäåíèå îáðàçóþùèìè ðàçðåøèìûõ àëãåáð
Ëè
Ïðîèçâåäåíèå îáðàçóþùèìè áûëî èçíà÷àëüíî ââåäåíî äëÿ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð
äëÿ èçó÷åíèÿ ñèñòåì âåñîâ. Ââåäåííûå ïîñðåäñòâîì ãðàà âåñîâ, îíî ìîæåò
áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî ðàñøèðåíèÿìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ýåêòèâíî ðàáîòàòü ñ
óðàâíåíèÿìè Ìàóðåðà-Êàðòàíà [4℄. Ýòà îïåðàöèÿ ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé
ðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè; â ýòîì ñëó÷àå ìû óæå òåðÿåì íàãëÿäíóþ èíòåðïðåòàöèþ
ïîñðåäñòâîì ãðàîâ. Ýòà îïåðàöèÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íåðàçëîæèìûå àëãåáðû
Ëè.
Êàê îáû÷íî, îáîçíà÷èì ÷åðåç Z (g) öåíòð àëãåáðû Ëè g, à ÷åðåç b1(g)  ïåðâîå
÷èñëî Áåòòè, òî åñòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà H1(g,R).
Òåîðåìà 1 Ïóñòü gi (i = 1, 2) ðàçðåøèìûå àëãåáðû Ëè, ïóñòü b1 (gi) = dim
(
gi
[gi,gi]
)
.
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå e äëÿ g1⊕g2, óäîâëåòâîðÿþùåå
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1. b1 (e) = b1 (g1) + b1 (g2)
2. dimD1 (e) = dimD1 (g1) + dimD
1 (g2) + b1 (g1) b1 (g2)
3. dimDi (e) = dimDi (g1) + dimD
i (g2) , i ≥ 2
4. dim Z (e) = dimZ (g1) + dimZ (g2) + b1 (g1) b1 (g2) .
Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàçàòåëüñòâî  îðìàëüíî òî æå ñàìîå, êàê è â íèëüïîòåíòíîì
ñëó÷àå [3, 4℄, ïðè ýòîì óáûâàþùàÿ öåíòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìåíÿåòñÿ
íà ïðîèçâîäóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ôàêòè÷åñêè ðàñøèðåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì
êîöèêëà ϕ ∈ H2
(
g1 ⊕ g2,Rb1(g1)b2(g2)
)
, òàê ÷òî
ϕ
(
g1, D
1g2
)
= ϕ
(
D1g1, g2
)
= 0. (1)
Óñëîâèå (1) ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî
dimR {ϕ (X,X
′) | X ∈ g1 − [g1, g1] , X
′ ∈ g2 − [g2, g2]} = b1 (g1) b1 (g2) . (2)
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
{
X1, .., Xb1(g1)
}
è
{
X ′1, .., X
′
b1(g2)
}
ìèíèìàëüíûå íàáîðû îáðàçóþùèõ äëÿ g1 è g2 ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè
{
e1, .., eb1(g1)b1(g2)
}
 êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â R
b1(g1)b2(g2)
, òî ìû ìîæåì âûáðàòü òàêîãî ïðåäñòàâèòåëÿ
ϕ, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî
ϕ
(
Xi, X
′
j
)
= e(i−1)b1(g2)+j , 1 ≤ i ≤ b1 (g1) , 1 ≤ j ≤ b1 (g2) (3)
ϕ (X,X ′) = 0 ïðè X ∈ D1g1 èëè X
′ ∈ D1g2 (4)
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Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñøèðåíèå óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì òåîðåìû.
Ïóñòü Bi  áàçèñ àëãåáðû gi (i = 1, 2). Òîãäà ñêîáêè Ëè â àëãåáðå g1×g2
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáúåäèíåíèå ñêîáîê äëÿ àëãåáð g1 è g2 è, êðîìå òîãî, ñêîáîê
âèäà [X,X ′] äëÿ âñåõ îáðàçóþùèõ X ∈ g1 è X ′ ∈ g2. Â ñèëó óðàâíåíèÿ Ìàóðåðà-
Êàðòàíà, èñêîìîå ðàñøèðåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî äîáàâëåíèåì ê b1 (g1) b1 (g2)
2-îðìû âèäà
dηij = ωi ∧ ω
′
j,
ãäå ωi (ñîîòâ. ω
′
i)  îðìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáðàçóþùåé X1 ∈ g1 (ñîîòâ., X2 ∈
g2). Îïðåäåëèì òåïåðü ïðîèçâåäåíèå îáðàçóþùèìè ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îïðåäåëåíèå 1 Ïðîèçâåäåíèå îáðàçóþùèìè g1×g2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåíòðàëüíîå
ðàñøèðåíèå g1 ⊕ g2, îïðåäåëåííîå êëàññîì ãîìîëîãèé ϕ.
Ïðåäëîæåíèå 1 Åñëè gi  ðàçðåøèìàÿ àëãåáðà Ëè èíäåêñà ji ïðè i = 1, 2, òî
g1×g2  íåðàçëîæèìàÿ àëãåáðà Ëè èíäåêñà max {j1, j2}. Â ÷àñòíîñòè, g1×g2 =
g2×g1.
Òî åñòü, ðàñøèðåíèå g1×g2 = g2×g1 ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé àëãåáðîé Ëè.
Îïðåäåëåíèå 2 Ïóñòü g  ðàçðåøèìàÿ àëãåáðà Ëè. Àëãåáðà g íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâåäåíèåì îáðàçóþùèìè, åñëè ñóùåñòâóþò ïîäàëãåáðû g1 è g2, òàêèå ÷òî
g ≃ g1×g2.
Ïðåäëîæåíèå 2 Äëÿ ëþáîãî d ≥ 4 ñóùåñòâóåò ðàçðåøèìàÿ àëãåáðà Ëè d-ãî
ïîðÿäêà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïàðà (g1, g2) (çäåñü gi  ïîäàëãåáðà), ò.÷. g ≃ g1×g2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 èìååì ðàçáèåíèå
n = (n− 2) + 1 + 1. (5)
Ïóñòü rn  àëãåáðà Ëè, â êîòîðîé ñêîáêà èìååò âèä
[X1, Xj ] = Xj, 2 ≤ n− 2 (6)
â áàçèñå {X1, .., Xn−2}. Àëãåáðà Ëè rn  ðàçðåøèìà è íå íèëüïîòåíòíà. Äàëåå,
dim rn/ [rn, rn] = 1. Åñëè L1  àáåëåâà àëãåáðà ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî ïðîèçâåäåíèå
r1×L1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçðåøèìóþ àëãåáðó n-ãî ïîðÿäêà (çà èñêëþ÷åíèåì
ñëó÷àÿ n = 3, òàê êàê r3 = L1, ñëåäîâàòåëüíî r3×L1 èçîìîðíà àëãåáðå åéçåíáåðãà
h1).
Åñëè îäíà èç àëãåáð g1 èëè g2 ðàçðåøèìà, òî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ àëãåáð òàêæå
ðàçðåøèìà. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
Ïðåäëîæåíèå 3 Ïóñòü g  ïðîèçâåäåíèå îáðàçóþùèìè. Òîãäà
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1. dim [g, g] ≤ dim g− 2.
2. dimZ (g) ≥ 1.
3. dim g ≥ 3.
4. Åñëè àëãåáðà g ðàçðåøèìà è íåíèëüïîòåíòíà, òî ñóùåñòâóåò ðàçðåøèìàÿ
íåíèëüïîòåíòíàÿ ïîäàëãåáðà g1 è g2 òàêàÿ, ÷òî g ≃ g1×g2.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñòðóêòóðíûå ðåçóëüòàòû î ïðîèçâåäåíèÿõ
îáðàçóþùèìè, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ïîëíóþ êëàññèèêàöèþ òàêèõ àëãåáð, îïèðàÿñü
íà óæå èçâåñòíóþ êëàññèèêàöèþ â íèçøèõ ðàçìåðíîñòÿõ. Ïðèâåäåì êëàññèèêàèöèþ
â ðàçìåðíîñòè ñåìü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðèçìà.
Ïðåäëîæåíèå 4 Ïóñòü g ≃ g1×g2  ïðîèçâåäåíèå îáðàçóþùèìè, è ïóñòü (di, mi) =
(dim gi, b1 (gi)) ïðè i = 1, 2. Åñëè dim g = 7, òî èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ
ñëó÷àåâ:
1. (d1, m1) = (5, 1), (d2, m2) = (1, 1).
2. (d1, m1) = (4, 1), (d2, m2) = (2, 1).
3. (d1, m1) = (3, 1), (d2, m2) = (3, 1).
4. (d1, m1) = (4, 2), (d2, m2) = (1, 1).
5. (d1, m1) = (3, 2), (d2, m2) = (2, 1).
6. (d1, m1) = (3, 1), (d2, m2) = (2, 2)
7. (d1, m1) = (3, 3), (d2, m2) = (1, 1).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè b1 (g) = 4, òî àëãåáðà g ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî.Òàê êàê dim (g1×g2) = d1+d2+m1m2, äàëüíåéøàÿ êëàññèèêàöèÿ
ñâîäèòñÿ ê ðàçáèåíèþ ÷èñëà ñåìü â ñóììó òðåõ íàòðóàëüíûõ ÷èñåë. Ó÷èòûâàÿ
b1 (g1×g2) = b1 (g1) + b1 (g2) = m1 +m2 è dim g = 7, ìû èìååì 2 ≤ b1 (g1×g2) ≤ 4.
Åñëè b1 (g1×g2) = 2, to m1 = m2 = 1, è ìû ïðèõîäèì ê ñëó÷àÿì 1.-3. Åñëè
b1 (g1×g2) = 3, ìû èìååì
7 = d1 + d2 + 2.
Åñëè d1 = 4, òî d2 = 1, ñëåäîâàòåëüíî m2 = 1, m2 = 2. Ìû ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ
4. Åñëè d1 = 3 è d2 = 2, òî ëèáî m1 = 1 è m2 = 2, ëèáî m1 = 2 è m2 = 1. Ýòî
ïðèâîäèò íàñ ê ñëó÷àÿì 5 è 6. Åñëè b1 (g1×g2) = 4, òî g1 è g2  àáåëåâû àëãåáðû,
è ïðîèçâåäåíèå g1×g2 íèëüïîòåíòíî.
Äëÿ ïîðÿäêîâ n ≥ 8 ìû ìîæåì ðåøàòü ýòó çàäà÷ó, íî òàê êàê ðàçðåøèìûå
àëãáåðû Ëè ðàçìåðíîñòåé n ≥ 7 íå êëàññèèöèðîâàíû (ïîñëåäíÿÿ èçâåñòíàÿ
ðàçìåðíîñòü  øåñòü [5, 6℄), ðåçóëüòàò íå áûë áû îêîí÷àòåëüíûì.
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3 Ïðèìåíåíèå ê èíâàðèàíòàì
Èíâàðèàíòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè
ïðåäñòàâëåíèé, à òàêæå âî ìíîãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ
(êâàíòîâûå ÷èñëà è îãðàíè÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ìîäåëåé â ÿäåðíîé è àòîìíîé
èçèêå).
Îäíèì èç ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ èíâàðèàíòîâ ÿâëÿåòñÿ
òåîðèÿ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé; îíà ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íå òîëüêî ïîëèíîìèàëüíûå
èíâàðèàíòû (ñâÿçàííûå ñ îïåðàòîðàìè Êàçèìèðà), íî òàêæå è èððàöèîíàëüíûå
óíêöèè, êîòîðûå íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåì [7, 8, 9℄. Ïóñòü
{
Ckij
}
 ñòðóêòóðíûé òåíçîð àëãåáðû Ëè g â áàçèñå
{X1, .., Xn}. Ïóñòü
X̂i = −C
k
ijxk∂xj (7)
 ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè, ãäå [Xi, Xj] = C
k
ijXk (1 ≤ i < j ≤ n, 1 ≤ k ≤ n).
Àíàëèòè÷åñêàÿ óíêöèÿ F (X1, .., Xn) íà g
∗
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êîïðèñîåäèíåííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè g òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
X̂iF (x1, .., xn) = −C
k
ijxk∂xjF (x1, .., xn) = 0, 1 ≤ i ≤ n. (8)
Îáùåå ÷èñëî N (g) ðåøåíèé (êàê ïîëèíîìèàëüíûõ, òàê è íåïîëèíîìèàëüíûõ)
ñèñòåìû (8) çàäàåòñÿ îðìóëîé
N (g) = dim g− rank
(
Ckijxk
)
, (9)
ãäå ìàòðèöà A(g) âûðàæàåòñÿ ïî îðìóëå:
A(g) =
(
Ckijxk
)
, (10)
â áàçèñå {X1, .., Xn}. Ýòó îðìóëó ìîæíî òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì
óðàâíåíèÿ Ìàóðåðà-Êàðòàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü L(g) = R {dωi}1≤i≤dimg
 ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà
∧2
g∗, ïîðîæäåííîå 2-îðìàìè dωi. Òàê êàê
dimL(g) = dim (g) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dωi 6= 0 ïðè âñåõ i, òî åñòü g = [g, g],
åñëè ω = aidωi  ýëåìåíò îáùåãî ïîëîæåíèÿ â L(g), òîãäà ñóùåñòâóåò j0 (ω) ∈ N,
ò.÷.
j0(ω)∧
ω 6= 0,
j0(ω)+1∧
ω ≡ 0. (11)
Òîãäà r (ω) = 2j0 (ω), ãäå r (ω)  ðàíã 2-îðìû ω [10℄. Ïîëîæèì
j0 (g) = max {j0 (ω) | ω ∈ L(g)} . (12)
Î÷åâèäíî, ÷òî j0 (g)  ÷èñëîâîé èíâàðèàíò àëãåáðû Ëè g. Êîðîòêîå âû÷èñëåíèå
ïîêàçûâàåò, ÷òî
N (g) = dim g− 2j0 (g) . (13)
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Ôîðìóëà (13) âàæíà äëÿ îöåíêè ÷èñëà èíâàðèàíòîâ ïîëóïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé
â òîì ñëó÷àå, êîãäà îáùèé ìåòîä óæå íå ðàáîòàåò.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ ïðèìåíèì îðìóëó (13),
ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ Ìàóðåðà-Êàðòàíà. Ïóñòü g1 è g2  ðàçðåøèìûå àëãåáðû
Ëè è ïóñòü
{
Ckij
}
(ñîîòâåòñòñâåííî
{
C
n
lm
}
)  ñòðóêòóðíûé òåíçîð àëãåáðû gi
(i = 1, 2) â áàçèñå {X1, .., Xd1}, ñîîòâ.
{
X ′1, .., X
′
d2
}
. Óðàâíåíèÿ Ìàóðåðà-Êàðòàíà
èìåþò âèä:
dωi = 0, 1 < i < m1 (14)
dωk = −C
k
ijωi ∧ ωj, k ≥ m1, (15)
äëÿ g1, ïðè ýòîì
dω′i = 0, 1 < i < m2 (16)
dω′k = −C
k
ijω
′
i ∧ ω
′
j, k ≥ m2. (17)
äëÿ g2. Òîãäà óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèé g1×g2 èìåþò âèä (15)-(18) i
dηij = ωi ∧ ω
′
j, 1 ≤ i ≤ m1, 1 ≤ j ≤ m2. (18)
Äëÿ âñåõ Xi (ñîîòâåòñòâåííî äëÿ X
′
i)
Xiyωj = δij (ñîîòâ. X
′
iyω
′
j), (19)
ãäå y  âíóòðåííå ïðîèçâåäåíèå. ×èñëî N (g) ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìàêñèìàëüíîãî
ðàíãà ýëåìåíòîâ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, çàäàâàåìîãî îðìóëàìè (15)-(19). Ïðèâîäèìûé
íèæå ðåçóëüòàò çàäàåò ìåòîä íàõîæäåíèÿ ýòîãî ÷èñëà.
Ïðåäëîæåíèå 5 Ïóñòü ω0 ∈ L (g1), è ïóñòü ω′0 ∈ L (g2)  äâå îðìû, ò.÷.
j0 (ω0) = j0 (g1) è j0 (ω
′
0) = j0 (g2). Ïóñòü F ⊂ {1, .., m1} è F
′ ⊂ {1, .., m2} 
ïîäìíîæåñòâà, ò.÷.
1. ∀α ∈ F ⇒ Xαyω0 ≡ 0.
2. ∀β ∈ F ′ ⇒ X ′βyω
′
0 ≡ 0.
Òîãäà
j0 (g1×g2) = j0 (g1) + j0 (g2) + j0 (ω) , (20)
ãäå
ω =
∑
α∈F,β∈F ′
ωα ∧ ωβ. (21)
Â ÷àñòíîñòè,
m1m2 ≤ N (g1×g2) ≤ N (g1) +N (g2) + (m1m2 − 2j0 (ω)) . (22)
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Äîêàçàòåëüñòâî.Óðàâííèÿ Ìàóðåðà-Êàðòàíà g1×g2 ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèé
(15)-(18). ×èñëî íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ âûïèñûâàåòñÿ ïî îðìóëå
N (g1×g2) = dim (g1×g2)− 2j0 (θ) , (23)
ãäå θ ∈ L (g1×g2)  îáùàÿ îðìà ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà. Ïóñòü α ∈ F . Òàê êàê
ω0 ∈ L (g1), óðàâíåíèå Xα yω0 = 0 ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî [X,Xα] = ψkXk 6= 0 äëÿ
âñåõ X ∈ g1 (òî åñòü, dωk íå ëåæèò â ω0). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ω0 + ω
′
0 +
∑
α∈F,β∈F ′
ωα ∧ ωβ (24)
èìååò ìàêñèìàëíûé ðàíã, òàê êàê j0 (ω0) = j0 (g1) , j0 (ω
′
0) = j0 (g2) è ω /∈ L (g1) +
L (g2). Òîãäà
N (g1×g2) = dim g1 + dim g2 +m1m2 − 2 (j0 (ω0) + j0 (ω
′
0) + j0 (ω))
= N (g1) +N (g2) + (m1m2 − 2j0 (ω)) . (25)
m1m2 ≤ N (g1×g2) ñëåäóåò èç òîãî àêòà, ÷òî äîáàâëåííûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ
öåíòðàëüíûìè.
Ñëåäñòâèå 1 Åñëè N (g1) = N (g2) = 0, òî N (g1×g2) = m1m2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå N (g1) = N (g2) = 0, ñóùåñòâóþò 2-îðìû
ω0 ∈ L (g1) è ω′0 ∈ L (g2), ò.÷. dim g1 = 2j0 (ω0) è dim g2 = 2j0 (ω
′
0). Òî åñòü, îðìà
θ = ω0+ω
′
0 èìååò ðàíã dim g1+dim g2. Àëãåáðà g1×g2 ñîäåðæèò â òî÷íîñòè m1m2
öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, îðìà θ èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã.
Çàìå÷àíèå 1 Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Ïóñòü g  àëãåáðà Ëè, çàäàâàåìàÿ
óðàâíåíèÿìè
dω1 = ω2 ∧ ω3 + ω1 ∧ ω4
dω2 = ω2 ∧ ω4 − ω2 ∧ ω5
dω3 = ω3 ∧ ω5
dω4 = dω5 = 0
Ôîðìà ω0 = dω1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ j0 (ω0) = j0 (g) = 2, òî åñòü N (g) =
1. Òîãäà g×g  ðàçðåøèìàÿ àëãåáðà Ëè 14-ãî ïîðÿäêà (òàê êàê b1 (g) = 2), ïðè
ýòîì óðàâíåíèÿ Ìàóðåðà-Êàðòàíà èìåþò âèä
dω1 = ω2 ∧ ω3 + ω1 ∧ ω4; dω′1 = ω
′
2 ∧ ω
′
3 + ω
′
1 ∧ ω
′
4; dη1 = ω4 ∧ ω
′
4
dω2 = ω2 ∧ ω4 − ω2 ∧ ω5; dω′2 = ω
′
2 ∧ ω
′
4 − ω
′
2 ∧ ω
′
5; dη2 = ω4 ∧ ω
′
5
dω3 = ω3 ∧ ω5; dω′3 = ω
′
3 ∧ ω
′
5; dη3 = ω5 ∧ ω
′
4
dω4 = dω5 = 0; dω
′
4 = dω
′
5 = 0; dη4 = ω5 ∧ ω
′
5
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â áàçèñå {ω1, .., ω5, ω′1, .., ω
′
5, η1, .., η4}. Ïóñòü θ = α
idωi + β
jdω′j + γ
kdηk ∈ L (g×g)
 ýëåìåíò îáùåãî ïîëîæåíèÿ.Òîãäà
∧6 θ ≡ 0 è
5∧
θ =
(
α1
)2 (
β1
)2
γ4ω1 ∧ ω2 ∧ ω3 ∧ ω4 ∧ ω5 ∧ ω
′
1 ∧ ω
′
2 ∧ ω
′
3 ∧ ω
′
4 ∧ ω
′
5 6= 0
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîäà α1β1γ4 6= 0. Ôîðìà θ′ = dω1 + dω′1 + dη4 èìååò
ìàêñèìàëüíûé ðàíã, ïðè ýòîì N (g×g) = 4. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
åñëè F è F ′ íå ïóñòû, òî ýòîì ω = dη4 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ j0 (ω) = 1,
òîãäà 2N (g) − 2j0 (ω) = 0. Êðîìå òîãî, àëãåáðà g×g èìååò ÷åòûðå îïåðàòîðà
Êàçèìèðà, â òî æå âðåìÿ g íå èìååò ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ (íî ëèøü
ðàöèîíàëüíûå èíâàðèàíòû).
4 Ïðèëîæåíèÿ ê ñòðóêòóðàì ïðîèçâåäåíèé
Ïðèâåäåì òåïåðü íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ê äèåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèì
ñòðóêòóðàì íà ãðóïïàõ Ëè. Ýòè êîíñòðóêöèè ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü íåêîòîðûå
íîâûå àëãåáðû Ëè â ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðíîñòÿõ, êîòîðûå îáðàçóþò íîâûå êëàññû,
ïîïîëíÿþùèå èçâåñòíûå ñëó÷àè.
Îïðåäåëåíèå 3 Ïóñòü E : g→ g, E 6= ±id  èíâîëþòèâíûé àâòîìîðèçì
àëãåáðû g. Â ýòîì ñëó÷àå àâòîìîðèçì E çàäàåò ñòðóêòóðó ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ.
îâîðÿò, ÷òî E çàäàåò ñòðóêòóðó ïðîèçâåäåíèÿ, åñëè èìååò ìåñòî èíòåãðèðóåìîñòü,
ò.å. åñëè äëÿ ëþáûõ X, Y ∈ g èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òîæäåñòâà.
E [X, Y ] = [E (X) , Y ] + [X,E (Y )]−E [E (X) , E (Y )] .
Ìû èìååì ðàçëîæåíèå
g = g+ ⊕ g−, (26)
ãäå g+  ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
λ = 1, à g−  ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
λ = −1. Åñëè óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè âûïîëíÿåòñÿ, òî ïîäïðîñòðàíñòâà g+
è g− ÿâëÿþòñÿ ïîäàëãåáðàìè. Òàêèå ñòðóêòóðû áûëè èçó÷åíû äëÿ ðàçëè÷íûõ
òèïîâ àëãåáð Ëè è êëàññèèöèðîâàíû äëÿ àëãåáð Ëè ðàçìåðíîñòåé n ≤ 4 [11℄. Â
íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ îáðàçóþùèìè äàþò íîâûå
íåòðèâèàëüíûì ïðèìåðû àëãåáð Ëè, îáëàäàþùèå òàêîé ñòðóêòóðîé; ýòè àëãåáðû
îïðåäåëÿþòñÿ â òåðìèíàõ ñâîèõ ïîäàëãåáð.
Ïðåäëîæåíèå 6 Ïóñòü gi (i = 1, 2)  ðàçðåøèìûå àëãåáðû Ëè, è ïóñòü Ei (i =
1, 2)  ñòðóêòóðà ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ i = 1, 2. Ïóñòü E1 (Xj) = εjXj ïðè 1 ≤ j ≤
n , εj = ±1 â áàçèñå {X1, .., Xn} (ñîîòâ. E2
(
X ′j
)
= εjX
′
j ïðè 1 ≤ j ≤ m , εj = ±1
â áàçèñå {X ′1, .., X
′
n}). Òîãäà g1×g2 ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûì ïðîèçâåäåíèåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîXi (1 ≤ i ≤ b1 (g1) ≤ n),
ò.÷. Xi /∈ [g1, g1] (ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì g2). Ïóñòü
[
Xi, X
′
j
]
= Zij ïðè 1 ≤
i ≤ b1(g1), 1 ≤ j ≤ b1 (g2) è E : g1×g2 → g1×g2 by E|g1 = E1  âåêòîðíîå
îòîáðàæåíèå, ò.÷. E|g1 = E1 è ïóñòü E|g2 = E2. Êðîìå òîãî, äåéñòâèå E íà
íîâûõ ýëåìåíòàõ Zij  äèàãîíàëüíî. Òàê êàê E1 è E2 èíòåãðèðóåìû, ïðè ýòîì
[g1, D
1g2] = [D
1g1, g2] = 0, íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè
ëèøü íà ïàðàõ (X,X ′) ∈ g1⊕g2  [X,X
′] 6= 0: Ïóñòü X = αiXi + βjYj (i ≤ n) è
X ′ = γkX ′k + δ
lY ′l , ãäå Yi ∈ [g1, g1] ñîîòâåòñòâåííî Y
′
i ∈ [g2, g2]. Òîãäà
E [X,X ′]− [E (X) , X ′]− [X,E (X ′)] + E [E (X) , E (X ′)]
= αiγkE (Zik)− α
iγk (εi + εk)Zik + α
iγkεiεkE (Zik)
= αiγk {(1 + εiεk)E (Zik)− (εi + εk)Zik} . (27)
×òîáû óðàâíåíèå (28) îáðàòèëîñü â íîëü, äëÿ âñåõ ïàð (i, k) íàì íóæíîE (Zik) =
λikZik s λik = ±1. Èìåþò ìåñòî äâà ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ:
1. Ïðè (i0, k0) ìû èìååì εi0+εk0 = 0. Òîãäà 1+εi0εk0 = 0, è ìû ìîæåì ïîëîæèòü
λi0k0 ðàâíûì 1 èëè −1.
2. Ïðè (i0, k0) èìååì εi0 + εk0 6= 0. Òîãäà sgn (εi0) = sgn (εk0); òàêèì îáðàçîì,
2E (Zi0k0) = ±2Zi0k0, ïîýòîìó λi0k0 = ±1; çíàê âûáèðàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò
εi0 + εk0 .
Äåéñòâèå E íà Zij ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî â ñëó÷àå (εi + εk) 6= 0. Â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ ìû ìîæåì âûáðàòü çíàê äëÿ λij . Äëÿ ðàçëîæåíèÿ (26) ìû èìååì
gE+ = g
E1
+ ⊕ g
E2
+ ⊕ 〈Zij | λij = 1〉 (28)
gE− = g
E1
− ⊕ g
E2
− ⊕ 〈Zij | λij = −1〉 (29)
Òàê êàê E1 è E2 èíòåãðèðóåìû, òî g
E
+ è g
E
− ÿâëÿþòñÿ ïîäàëãåáðàìè â g1×g2.
Ïðèìåð 1 àññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèå àëãåáðû Ëè r4 è r4,0:
r4 : [X0, X1] = X1, [X0X2] = X1 +X2, [X0, X3] = X2 +X3 (30)
â áàçèñå {X0, X1, X2, X3} è
r4,0 : [X4, X5] = X6, [X4, X7] = X6 (31)
â áàçèñå {X4, X5, X6, X7}. Ïóñòü ïðîèçâåäåíèå r4×r4,0. Â áàçèñå {X0, .., X9} àëãåáðà
çàäàåòñÿ ñêîáêàìè
[X0, X4] = X8, [X0, X7] = X9. (32)
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è êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè (31)-(32). Àëãåáðû r4 è r4,0 èìåþò ñòðóêòóðó
E1, ñîîòâ. E2, ãäå
E1 (Xi) = Xi, i = 0, 1; E1 (Xi) = −Xi, i = 2, 3 (33)
E2 (Xi) = Xi, i = 4, 5; E2 (Xi) = −Xi, i = 6, 7. (34)
Òåïåðü îïðåäåëèì E : r4×r4,0 → r4×r4,0 òàêèì îáðàçîì, ÷òî E|r4 = E1, E|r4,0 =
E2. Èç ïðåäëîæåíèÿ 6 ñëåäóåò, ÷òî
E (X8) = X8, E (X9) = λX9, (35)
ãäå λ = ±1. Åñëè λ = 1, òî ìû ïîëó÷èì ñòðóêòóðó íà r4×r4,0, ò.÷. dim (r4×r4,0)+ =
6, dim (r4×r4,0)− = 4, â òî âðåìÿ êàê âûáîð λ = −1 çàäàåò ñòðóêòóðó ñ
dim (r4×r4,0)+ = dim (r4×r4,0)− = 5.
Îïðåäåëåíèå 4 Ïóñòü g  àëãåáðà Ëè ñî ñòðóêòóðîé ïðîèçâåäåíèÿ E. Åñëè
dim g+ = dim g−, òî E íàçûâàþò ïàðàêîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé íà g.
Ñëåäñòâèå 2 Ïóñòü g  ðàçðåøèìàÿ àëãåáðà Ëè, äëÿ êîòîðîé {X1, .., X4m, .., X2n},
òàê ÷òî b1 (g) = 4m, è ïóñòü E  ïàðàêîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà. Åñëè
1. Xi /∈ D1g ïðè 1 ≤ i ≤ 4m,
2. Xi ∈ g+ ïðè 1 ≤ i ≤ 2m and Xi ∈ g− for 2m+ 1 ≤ i ≤ 4m.
3. b1 (g+) = b1 (g−) = 2m.
òî g+×g− äîïóñêàåò ïàðàêîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê E  ïàðàêîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, òî ðàçìåðíîñòü
dim g+×g− ÷åòíà. Ïðåäëîæåíèå 6 çàäàåò ñòðóêòóðó ïðîèçâåäåíèÿ E íà g+×g−.
Îãðàíè÷åíèå íà g+ è g− ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì(ñîîòâ., àíòèòîæäåñòâåííûì)
îòîáðàæåíèåì. Óñëîâèåì 2 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 6) çíàê E ([Xi, Xj])
(1 ≤ i ≤ 2m, 2m+ 1 ≤ j ≤ 4m) îïðåäåëåí áûòü íå ìîæåò. Èç 4m2 ýëåìåíòîâ âèäà
[Xi, Xj] ñîïîñòàâèì 2m
2
ýëåìåíòàì çíàê ïëþñ, à îñòàëüíûì 2m2 ýëåìåíòàì 
çíàê ìèíóñ. Ïîýòîìó dim (g+×g−.)+ = dim (g+×g−.)− = n + 2m
2
.
Ïðåäûäóùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, íî íå
íåîáõîäèìûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð íà ïðîèçâåäåíèÿõ.
Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü À.Â.×åðíàâñêîìó çà ïðèãëàøåíèå íà êîíåðåíöèþ
è Â.Î.Ìàíòóðîâó çà öåííûå îáñóæäåíèÿ è ïîìîùü.
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